MATHEMATIK

Mathe >
O R
Wiederholung O 0O Nacht ‘

Losungen ©O00
VERBINDET

1. Aufgabe:

O Das ist richtig. Q ist nicht offen, da in jeder Umgebung von 0 € Q auch irrationale Zahlen liegen.
Auflerdem ist Q nicht abgeschlossen, da die Folge (1 4+ 1/n)™ rationaler Elemente gegen e € R\Q
konvergiert.

[0 Falsch. N ist abzéhlbar, eine Teilmenge von R und hat unendlich viele Elemente.

O Falsch, die Folge (a,) mit

n ,n ist gerade
p =
0, sonst

hat nur einen Haufungspunkt, aber konvergiert nicht, da sie nicht beschrénkt ist.
O Wahr. Wir kénnen umformen » 00 | (Zp41 — Tp) = Tnt1 — 21.

O Wahr. Wenn Y | (—1)"a,, absolut konvergiert, dann konvergiert Y | |a,|. Also ist auch > 7 a,
absolut konvergent, was stérker als konvergent ist.

2. Aufgabe: (Volistandige Induktion)
a) Behauptung: Es gilt fir alle n € N

n

SR = (e Mt D

k=1 2
IA: Firn=1 gilt
1
1(1+1
Z(_l)k—le 12 1 _ (_1)1—1 ( ; )
k=1
(Fiir n = 0 gilt auch 0 = 0, falls 0 € N)
IV: Sei die Behauptung fiir ein n € N wahr.
IS: Dann gilt auch fir n + 1
n+1 n
DD = (DR + (D) (n+1)° nach IV
k=1 k=1
1
=y MY g1y
= ()" +1) (5 - (n+1)

b) Beh.: Fir n € N\{0}




gilt

f = ()" tn-DI0+2)""+n -1 -2)""

IA: Fir n =1 gilt
1—=z 2 2 1 1

f(z)= . = = + =1-0-

14z 1—-2 (Q42)(l-2) 14z 1-=x

IV: Sei die Behauptung fiir ein n € N wahr.
IS: Dann gilt auch fiir n + 1

(1+z)t+0(1—a2)!

Fr () = (1) M= DI+ 2) 7" + (n = DL = 2) ")

(=)™ = DU =n)(A +2) 7" + (n = D=
(=)™ (1 +2) " 4 pl(1 = 2) =D

Damit ergibt die Taylorreihe von f in zo =0

2k+1

e

3. Aufgabe: (Zahlenfolgen)

Vor.: Sei (a,) eine konvergente Folge mit lim, o a, =a >0
Beh.: Es gibt ein N € N, sodass a,, > 0 fir alle n > N.
Bew.: Da (a,) konvergent ist, gibt es fiir e = § > 0 ein NV € N mit

a —a a
VnzN:|an—a|<§ & —<a,—a< <

2

und damit 0 < § < ap.

Zusatz: Die Umkehrung gilt nicht. Die Folgeglieder von a,, = % sind positiv,
4. Aufgabe: (Reihen)

n)(=1)(1 —2)™" !

2

der Grenzwert nicht.

a) >.>° (—3)7™ ist eine geometrische Reihe mit || = | — 37!| < 1 und konvergiert damit.

n=1

Zle T\L/% divergiert, da ¥n—! — 1,n — oo, keine Nullfolge ist und damit das notwendige Kriterium

nicht erfullt ist.

Wir kénnen abschéatzen fir n € N

n3 + n® 2n5_1 1
“6n8+/n ~ 6n8 3 n3

Da ), = 73 laut Vorlesung konvergiert, konvergiert auch )7 | stiﬁf
Wir betrachten den Quotienten
(n+2)!
An+1 (nil)"+1 _n—|—2. 1 L1y
Gn (n+1)! n+1 (1 4 l)n e ’
nm n

nach Majorantenkriterium.

n — oo



(n+1)!

Damit konvergiert > | =5

nach dem Quotientenkriterium absolut.

Wir kénnen abschitzen 2(-1"~" < 21=" = 2. 27" Die Reihe 3 2-27" = 232" konvergiert als
geometrische Reihe.

Mit dem Hinweis (den man z.B. damit beweisen konnte, dass f(x) = z—log(z) streng monoton steigend
ist) kann man abschétzen
< log(n)

1
< =

0
n3 n?

Da die Reihe iiber die obere Schranke konvergiert, konvergiert die letzte Reihe auch nach dem Majoranten-
/Vergleichskriterium.

b) Bei der 1. Reihe berechnen wir den Konvergenzradius

RN
R: 1 _— =
oo 1/y/m ¥ 1

Damit konvergiert > x—\/ﬁ fir x € (—1,1) absolut und fir || > 1 nicht. In z = —1 konvergiert die
Reihe nach dem Leibnizkriterium (nicht absolut) und fiir # = 1 nicht nach dem Minorantenkriterium.

Bei der 2. Reihe berechnen wir den Konvergenzradius

1/n!
f= lim, 1/(n/-|- 0 oo
Damit konvergiert Y7 | ‘”n—: fiir alle  absolut.
Bei der 3. Reihe berechnen wir den Konvergenzradius
R = lim nt/2" =2

n—o00 (’I’L + 1)3/2”+1

Damit konvergiert > o, n3- (%)n fir alle x € (—2,2) absolut und fiir || > 2 nicht. Fir x = £2 ergibt
sich Y°07  n3 - (£1)", die nicht konvergent nach dem notwendigen Kriterium ist.
5. Aufgabe: (Komplexe Folgen und Reihen)
a) Esist
i | 1 <1

o= 55| = o5 = 7

Damit ist a, = ¢" eine Nullfolge und ) ;- ; ai, eine konvergente geometrische Reihe.

b) Zeigen Sie, dass die Folge (b,,) mit

bn:<3z4l> . VneN

keine Cauchyfolge ist.
Es gilt

n

_’3+4¢

34+4i\" /34 4i\" 3+ 4i \/T
—_ = —_ = —1 :1- —
b=t = | (S8 - (B - () o -

Da der Abstand von 2 auf einander liegenden Folgenglieder nicht kleiner wird, kann (b,,) keine Cauchy-
folge sein (Umkehrung gilt nicht!)




6. Aufgabe: (Die Ezxponentialreihe)

Wir formen um

o) _ 1 _ Ziio%k -1 _ i 22k—2

2 2 k!

Da Potenzreihen laut Vorlesung stetig sind, kommt bei x — 0 einfach der Reihenwert in = 0 heraus der 1
ist. Analog zeigt man

4 J;4 x? 0

lim ———— = lim = lim s =1 =0

_ 1)k
z—0 COS(x) 1 z—0 Zk 0 (2k)‘ ~1 z—0 Zk e
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Integration O 0 Nacht

O OO
VERBINDET

1. Aufgabe: (Einstieg)
0 Das ist falsch. Nach der Kettenregel ist G'(x) = —e!/* /x.

)1, zeQ
J(@) = {—1 z € R\Q

O Das ist falsch. Die Funktion

ist im Intervall [a, b] nicht integrierbar, f?(z) = 1 schon.

O Das ist falsch, das gilt laut Vorlesung nur, wenn f(x) > 0 fir alle z.

2. Aufgabe: (Substitution und partielle Integration)

Mit 2-facher partieller Integration berechnen wir

3z 1

1
2
/ e sin(27) dx = % sin(2z)
0

1
- f/ e3* cos(2x) dx
0

o 3
2 1
+ */ €3 sin(2z) da
o 3.Jo

Ssin(2) 2 ( ? cos(2) |'
3 .. 2 2 3 2 2 4 1 .
_¢ sin(2) _ =€ cos(2) + - - 7/ e sin(2x) dx
0

3 3 3
3 9 9 9
Umgestellt nach dem Integral ergibt sich

3 9 o9

1 5 ,
J 9 n(2 2 2 )
/ e3® sin(2x) dx = 3 (e sin(2) e cos(2) )
0 +

Beim 2. Integral substituieren wir v = 23 + 1 mit du = 32% dz und berechnen damit

Mathe

Vé'
o

1—1n(2)

/lfdx/QxE).du 21’3du/2U1du/211duuln(u)2
o z°+1 1 u 3a? 1 3u 1 3u 1 3 3u 3 3

1

Beim 3. Integral substituieren wir u = sin(x) + cos(x) mit du = (cos(x) — sin(x)) dz, sodass

/2 —
/ sin(z) — cos(z) / w0
o sin(x) + cos(z)

Beim 4. Integral benutzen wir wieder die Methode der partiellen Integration, sodass

/12:1721n()d:c1n /—d 1() %3

Beim letzten Integral substituieren wir « = 1 + sin(x) mit du = cos(x) dz und erhalten

/2 3 2 2
/ cos('a?) dp — / cos(x) du
o 1l+sin(x) 1 u

3



Auerdem gilt cos(r)? =1 —sin(x)? =1 — (u — 1)? = 2u — u? und damit

/2 3 20, _ .2 2 212
/ Mdm:/ 2u—u du:/qudu:2u7u— :1
o 1+sin(x) 1 u 1 2], 2

3. Aufgabe: (Uneigentliche Integrale)

Durch die Substitution u = sin(x) kann man die Stammfunktion \/sin(x) des 1. Integranden herleiten und

zeigen, dass das Integral existiert, da

/2 /2

cos(x) ) cos(x) . - 2 . -
————dx = lim ———=— dx = lim +/sin(x g/ = lim 1—+/sin(e) =1
0 A /Sin(x) a—0t+ [, A /sin(x) a—0Tt ( )| a—0t ( )
Durch die Substitution w =  — 1 berechnen wir das 2. uneigentliche Integral
2 2 1 1
T T u—1 2 5
—— dz = i ——dz = li ——— du= lim u®?%+42 =
| = [ = [T i St ave =0
Durch partielle Integration berechnen wir

[T =y =t

2 b—oo x

b b
~1
=i 22O L
1 b—o0 b b

1

wobei wir den Grenzwert des 1. Summanden mit L’Hospital erhalten haben.

4. Aufgabe: (Kurven und ihre Linge)

Wir berechnen
~'(t) = (sinh(t), cosh(t), 1) " 7/ ()|, = V2 cosh(t)

und damit

L6) = [ IOl dt= VEsiuho)]| = % (e - )

5. Aufgabe: (Kurvenintegrale, Lehramts-Aufgabe)
a) Mit ¢'(t) = (1,2) 7, ¢’ (t)||_ v/5 ergibt sich

Lf dsz/o Fe®) - 1€ D)l dt=10/0 tdt =5

b) Es ist

! , Ly 1 L o 12 st o7
Fd = F(o(t t))o dt = dt = laslO gy = 2 4 22 | =
7 i = [ wna= [ (()1(ste)), o= [ e ] -



6. Aufgabe: (Funktionenfolgen, Bachelor-Aufgabe)

li e I 0
im ——— = lim ———— =

n—oo 1 4+ n2x2  n—oo 1/n+ na?

Damit konvergiert die Funktionenfolge punktweise gegen f : [0,1] — R, f(z) = 0. Angenommen die Folge
ist auch gleichméfBig konvergent. Dann miisste der Abstand zwischen f,, und f bzgl. der Supremumsnorm

fir n — oo gegen Null konvergieren. Da aber

ist, also

DN | =

[fn = flloo = sup |fu(z) —0] >
z€[0,1]

ist, kann dies nicht gegen Null konvergieren. f, ist nicht gleichméfig konvergent.

7. Aufgabe: (Satz von Fubini, Bachelor-Aufgabe)

Wir berechnen erst wie in dem Tipp nach der Quotientenregel

0, (7257) = T = flaw

x? _|_y2 (.’E2 _|_y2)2
-z —x? —y? + 222
8:E = = s
(wQ + y2> @+ Y

Damit resultiert

/01</01f(:17,y)dx> dy/olxzfyzo
/o1 (/olf(x’y) dy) dx:/olgﬂi@ﬂ

Das ist kein Widerspruch zum Satz von Fubini, da f nicht stetig ist, wie die Folge (1/n,0) zeigt.

1
b= ="

07 4

1
-1
dy = —— dy = —arctan
Y /01 W (y)

1

s

1
1
Xr = /O ]_—‘,—71'2 dy = arctan(y)|(1) = Z

0
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O

Differentialrechnung O O Nacht

o O OO
Losungen VERBINDET

1. Aufgabe: (Einstieg)

O Das ist falsch. Es gibt auch monotone Funktion, die nicht differenzierbar sind.
O Das ist falsch. z3 ist streng monoton steigend, aber die Ableitung in 0 ist 0.
[0 Das ist wahr.

O Das ist wahr.

2. Aufgabe: (Totale und partielle Differenzierbarkeit)

a) Es gilt
. 1 2 1
0, fl.y) = 4 2750 $2+y2) — 2 Cos (I2+y2>7 (z,y) #0
o limy o HEOHHO = Timy o tsin(1/12) = 0, (2,y) = (0,0)
9 o 2y sin (xzin) - 9622—31/2 COs (x2iy2) ) (:L',y) #0
yf(@,y) = y FO)ZF(0.0) _ in(1/42) = _
im0 S5 = lim; 0 tsin(1/t?) =0, (z,y) = (0,0)

wobei die Grenzwerte z.B. durch das Sandwich-Theorem begriindet werden kénnen.
Fiir die Folgen a,, = (1/v/27n,0) und b,, = (0,1/+/27n), die gegen Null konvergieren, gilt
Os f(an) = —2V2mn — —o0 Oy f(bn) = —2V2mn — —00

Damit sind die partiellen Ableitungen nicht stetig. Die Funktion ist aber mit der Jacobimatrix
£(0,0) = (0,0) differenzierbar, da

179) = F0,.0) = (0.0 (0,9) = Oy _ rgy (1
10 - (0,0)], = Vet <x2+y2>*0

fir (z,y) — (0,0) (Wieder Sandwich-Theorem).
b).Fall: Sei v = (v1,v2) mit vy # 0. Dann gilt

£(0+ t) — £(0) Fitg 0 3 v
ST ACh L) R £ C) S TN S B L L B |
9,f(0,0) = }E}% t o }1_{% t o t1—>0 1}% + 7521)51 N (]




2.Fall: Sei v = (0,v2) mit ve # 0. Dann gilt

avf(oao) = limw = lim H -0
t—0 t v

Damit existiert in jede Richtung die Richtungsableitung, insbesondere die partiellen Ableitungen. Die
Funktion ist aber nicht stetig in (0,0), da fiir die Folge a,, = (1/n2,1/n) — (0,0) gilt

flan) = 5 = 5 # F(0,0)

Wenn f nicht stetig ist, dann kann es auch nicht differenzierbar sein.

3. Aufgabe: (Mehrdimensionale Kettenregel)

Wir setzen ein
6I2y27$y3
go f(z,y) =

sin(z — y) cos(zy?)

und berechnen

P = gmy) S0 = (ponensty) —sinoyein(s))

(Ey26w2y27$y3 ((E B y)6$2y2iajy3
cos(x — y) cos(zy?) —sin(x — y) sin(zy?)

(70 = (

Die Kettenregel besagt
(90 f)(z,y) = g'(f(z,y)) - f(x,y) =

6m2y271y3 (2Iy2 _ y3) 6m2y271y3 (zy2 _ 2Iy3)
cos(x — y) cos(zy?) — y? sin(x — y)sin(zy?) — cos(x — y) cos(zy?) — 2wy sin(x — y) sin(xy?)
4. Aufgabe: (Eztremwerte)
a) Es gilt
flley) =Qey+y? o +2ay+y*—4)=(0 0)

fir die kritischen Stellen a; = (2,0), az = (—2,0), az = (2,—4) und a4 = (—2,4). Wir werten die
Hessematrix
7 o 2y 2z + 2y
Fi(wy) = (2x+2y 22 + 2y
in diesen Punkten aus.
0 4
f”(al) = (4 4)

hat einen negativen und positiven EW und damit ist a; kein lokales Extrema (Mit (1,—1)",(0,1)7
gibt es Vektoren, fiir die v f”(a;)v einmal positiv und einmal negativ werden )

e Analog ist as auch kein lokales Extrema



-8 —4
f”(aii) = <_4 _4)
hat 2 negative Eigenwerte und damit ist ag ein lokales Maximum (oder: der 1. Eintrag ist negativ
und die Determinante grofier Null)
8 4
f// (a 4) = (4 4)

hat 2 positive Eigenwerte und damit ist ag ein lokales Minimum (oder: der 1. Eintrag ist positiv
und die Determinante grofer Null).

Globale Extrema existieren nicht. Wenn man sich z.B.

1.
£(0,y) = §y3 — 4y

anschaut, werden die Funktionswerte fiir y — o0 beliebig gro8 oder klein.

b) Alle lokalen Extremwerte aus a) liegen in der Menge. Damit hat man alle lokalen Extrema bestimmt.
Da D kompakt ist, nimmt diesmal die stetige Funktion f auch ihre globalen Extremwerte an. Diese
kénnen auf dem Rand liegen. D.h., wir miissen alle Funktionswerte fiir z = 0 oder x = 5 oder y = 0
oder y = 5 mit den Funktionswerten in den lokalen Extrema vergleichen.

5. Aufgabe: (Mittelwertsatz)

Wir berechnen
= T2
S 2(t+1)3/2
Der Nenner ist fiir alle ¢ > 0 positiv und der Zahler negativ, da
WE+1<24t = 4dt4+4<44+44+t2 = 0<t?
Damit ist f/'(¢) < 0,¢t > 0 und f streng monoton fallend. Es gilt also
f(x) < f(0)=0

und daher die Behauptung.



MATHEMATIK
Mathe N
O , 4’{
Anwendungen O 0O Nacht
Losungen 0O O
VERBINDET
1. Aufgabe:

O Das ist wahr.

O Das ist falsch. f,g mit f(x) =« = g(x) fir alle z € R sind bijektiv, aber h(z) = (x,x) nicht, da (1,2)
kein Urbild hat

O Das ist wahr. Zum Beispiel f : R” — R, f(x) = 0 erfiillt die Bedingungen.

O Das ist falsch. FEine stetige Funktion auf einer kompakten (abgeschlossen und beschrinkt) Menge
nimmt immer ihr Minimum und Maximum an.

2. Aufgabe: (Taylorpolynome)

a) Wir berechnen
cos(x)x — sin(z)

) = S
" —sin(z)z? — 2 cos(x)x + 2sin(z)
(@) = 1,3
mit f(7) =0, f'(7) = =1/, f"(x) = 2/7% und setzen ein
x
T, fam) = () + F(m)@—m) =1~ =
" 3v  a?
Tiem) = Tif ) + L @y =2 - 2 2
Wir geben eine obere Schranke fiir f/(z),z € I, an durch
" I 2 2 . , .
[f"(x)| < p + 2 + e Dreiecksu., Sinus, Kosinus
< 6 2.-62 2.63 el
—t —— + = x
~— 5r  257w2  53q¢3
2.6  2-6°
“s3tmetemes 770
— @ <1
125

Damit gilt fiir alle € I nach dem Restglied von Lagrange, dass es eine Stelle £ zwischen 7 und x gibt

mit
1" -7 2 T 2 ﬂ—z
@)~ Tuf@)] = L oy Lo (/O 162




b) Mit
0. f(x,y) = cos(z) cos(y) Oy f(x,y) = —sin(z) sin(y)
und 0, f(0,0) = 1,9, f(0,0) = 0 erhalten wir

T1f((557y), (070)) = f(O, O) + 8ﬁcf(07 0)(58 - O) + 8yf(05 O)(y - 0) =T

Laut Vorlesung ist
-
H
17(@) ~ Tif (2, )] = | sinfa) cos(y) — | = L HE
mit der 2. Ableitung an einer Zwischenstelle &

~ [—sin(&1) cos(&2)  cos(&r)sin(€r)
Hf(8) = < cos(é1)sin(&2)  —sin(&) cos(§2)>

Damit ist

TH 2 2 2 2 2
£(a) ~ Tuf(e.)| = | sin@) cos(y) +of = L HET AP 2nmalta At

also

f@) - Tuf )| _ AT T 3

Iyl = 2

— 0, fir (z1,22) — (0,0)

Das ist die Behauptung.

3. Aufgabe: (Umkehrsatz und implizite Funktionen)

a) Die Funktion ist nicht injektiv, da
f(0,0) = £(0, 2m)

et sin(xg)  €”t cos(za)

Da

invertierbar ist, gibt es laut dem Umkehrsatz so eine Funktion. Man kénnte z.B. die offene Kugel
U = B(0,1) wéhlen.

b) Wir definieren
Fz,y,2)=2*+9y*+ 2 —2—2=0

mit F(1,0,1) =14+0+4+1—1—1 =0 und berechnen
0.F(z,y,2) =42 — 1 0.F(1,0,1) =3 #0

Laut dem Satz {iber die implizite Funktion ist F(z,y, z) = 0 nahe P nach z = g(z, y) umstellbar. Laut

Vorlesung gilt

Oy F(z,y,9(z,y))
0:F(z,y,9(x,y))

f 22+y+=z o1 0.F1\ (1 1
Fz,y,2) = <SUZ + 1y — é) <3yF2 0.F)  \y =
Es gilt F(P)=(0+1—-1,0+0.5—-0.5)" =(0,0)" und

9y F1(0,1,-1) 8.F,(0,1,-1)\ _ (1 1
9, F5(0,1,—1) 8.F»(0,1,-1)) — \1 0

0
3yg(1,0) = _g =0

Oyg(z,y) =

c) Wir definieren

ist invertierbar, da es die Determinante —1 # 0 hat. Nach dem Satz iiber die implizite Funktion ist
F(z,y,z) = 0 nahe P eindeutig nach y = g(x) und z = h(z) umstellbar



4. Aufgabe: (Lagrangesche Multiplikatorenmethode und Untermannigfaltigkeiten)

a) f ist als Polynom in jeder Variable stetig und M ist kompakt, da es als Nullstellenmenge einer stetigen
Funktion abgeschlossen ist und beschrénkt ist, weil fiir alle (x,y,z) € M gilt

(2,9, 2)|l, = VE2 + 32 + 22 < Va2 + 92 + 222 = 1

Nach dem Satz vom Minimum und Maximum nimmt eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge
ihr Minimum und Maximum an.

b) Wir suchen (z,y, z) und A, sodass

6z 2z
Vilx,y,z)=|—-4] =X|2y mit 2% +y* +22° =1
2 4z

Wir erhalten 4 Losungen des Gleichungssystems

(1 -9 1) (—1 —9 1) (O 4 1 ) (0 4 —1>
ay = =0 T Y a2 = T2 T Y az = s T =y o az = [~ R
TA\V2 306 >~ \\V2 36 3 18’ V13 8 18’ V18
mit

9

fla1) = f(az) = B flaz) = V18 flag) = —V18

Damit ist das Minimum von f auf M —+/18 und das Maximum 9/2.
c) Wir definieren f: R® — R mit
f($7y72) :xQ +y2 +2Z2 -1
Dann ist f die Nullstellenmenge von M und die Jacobi-Matrix von f

Df(x,y,z) = (2z,2y,42)

hat immer Rang 1 auf M, da (0,0,0) ¢ M. Nach 24.5. der Vorlesung ist M eine 3—1 = 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3.

5. Aufgabe: (Extremwerte und konvexe Funktionen, Bachelor-Aufgabe)
a) f ist als Verkniipfung von stetig differenzierbaren Funktionen stetig differenzierbar. Die Hessematrix
ist
1222 4+ 2cos(y)  —2wsin(y)
—2z sin(y) 2 — 22 cos(y)

Wir zeigen nach dem Haupt-Minorenkriterium, dass die Matrix positiv-definit ist (1. Eintrag positiv
und Determinante positiv). Der 1. Eintrag ist positiv, da fiir y € (—1,1) der Kosinus gréBer als Null
ist. Die Determinante kann man auch abschitzen

242% 44 cos(y)—12z* cos(y) —2x? cos(y)? —4a? sin(y)? < 24x%+4 cos(y)—122% —22? —42* = 622 +4 cos(y) > 0

Da die Hessematrix positiv definit ist, ist f laut Vorlesung konvex.

b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir eine konvexe Menge M und eine stetig differenzierbare, konvexe
Funktion f jeder stationdre Punkt sofort das globale Minimum ist.

¢) Da die Jacobimatrix
Df(z,y) = (42> 4 22 cos(y), 2y — 2 sin(y))

fir (0,0) € M Null wird, ist dieser stationdre Punkt nach b) das Minimum mit f(0,0) = 0 = min(f).



